选择 公理 在 数学 中 的 作用 和 地 位 


一 、 选 择 公理 

近代 著名 的 数学 家 兼 逻 辑 学 家 弗 雷 格 (G, Frege) 
和 罗素 (BRussell) 等 人 认为 数学 可 以 归 约 为 逻辑 ， 
也 就 是 说 ， 全 部 数学 知识 都 可 以 利用 逻辑 公理 加 以 定 
义 和 证 明 ， 这 种 观点 史 称 “逻辑 主义 ”"， 逻辑 主义 学 派 
的 努力 ,集中 地 表现 在 从 1910 年 开始 陆续 出 版 的 由 罗 
素 和 怀 德 海 (A，N. Whitehead ) 合 著 的 三 大 卷 k 数 学 
原理 》(Princifpia Metjematica) 之 中 ， 然 而 结论 却 是 个 
定 的 : 仅 靠 逻辑 公理 并 不 能 定义 和 推出 数学 ， 还 得 加 
， 上 两 条 非 逻 辑 公理 一 无 穷 公理 和 选择 公理 。 罗 素 和 
怀 德 海 的 工作 虽 未 能 如 预期 的 那样 从 逻辑 推出 数学 ， 
却 意 外 地 证 明了 全 部 数学 都 可 戏 入 集合 论 ， 从 而 使 支 
脉 纷繁 的 数学 有 了 一 个 共同 的 基础 . 

无 穷 公理 就 是 断言 无 穷 集合 的 存在 .100 多 年 前 ， 
当 集 合 论 刚刚 问世 的 了 时候， 不 少 人 《包括 一 些 著 名 的 
数学 家 〉 对 无 穷 集合 的 实在 性 是 持 怀疑 其 至 否定 态度 
的 . 但 到 《数学 原理 》 问 世 的 年 代 ， 人 们 已 经 普遍 接受 
了 诸如 “全 体 自然 数 的 集合 、“ 全 体 实数 的 集合 这 类 
无 穷 集合 的 实在 性 ， 于 是 无 穷 公理 作为 现代 数学 大 厦 
的 一 根 支柱 也 就 是 一 件 顺 理 成 章 的 事 了 . 

选择 公理 则 不 然 . 它 的 一 些微 妙 性 质 使 得 人 们 对 
它 难以 决定 取舍 ， 从 1904 年 到 1963 年 的 整整 60 年 
中 ， 它 一 直 是 数学 和 数理 哲学 的 中 心 论题 之 一 ， 这 种 
讨论 直到 今日 也 未 完全 结束 . 

选择 公理 ( axiom of choice, 简 记 为 AC) 有 种 种 

选择 公理 (AC) 对 任何 由 非 空 集合 组 成 的 族 多 ， 
存在 一 个 集合 Y， 使 对 任意 的 XE 多 ，X 和 Y 怡 有 一 
个 公共 元 素 .， 

我 们 称 了 为 多 的 代表 元 素 集 . 

1904 年 ， 策 墨 罗 (E，Zermelo) 在 证 明 良 序 定 理 
理 . 此 后 ， 又 经 他 本 人 和 弗兰克 尔 (A,， Fraenkel) 等 
人 的 补充 ， 形 成 了 如 今 使 用 最 广 的 集合 论 公 理 系 统 ， 
即 ZFC 系统 ， 此 后 ， 贝 尔 奈 斯 (P， Bernays)、 牵 思 
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郭 世 铬 “(中 国政 法 大 学 > 
(W. V. Quine) 等 人 又 陆续 提出 了 另外 一 些 集合 论 
公理 系统 ， 其 中 都 有 选择 公理 .这 些 公 理 系 统 虽说 语 
言 、 强 度 各 不 相同 ， 但 就 本 文 所 涉及 的 两 个 内 容 
选择 公理 在 数学 中 的 作用 及 其 与 其 他 集合 论 公 理 的 关 
系 一 一 而 言 。 采 用 哪个 公理 系统 者 一样。 因此 我 们 可 
以 笼统 地 将 选择 公理 以 外 的 (随便 哪个 公理 系统 中 的 ) 
合 论 公理 组 记 作 x. 

尽管 直到 1904 年 选择 公理 才 正 式 提出 ,然而 对 选 
择 公理 的 不 自觉 的 使 用 却 是 由 来 已 久 的 . 

在 数学 证 明 中 常 有 这 样 的 事情 ， 我 们 需要 从 无 穷 
多 个 集合 的 每 个 集合 中 各 取出 一 个 元 素 ， 用 它们 组 成 
一 个 新 的 集合 (如 各 等 价 类 的 代表 元 素 集 )、 如 果真 是 
采用 逐个 挑选 的 办 法 ， 那 就 要 到 无 穷 多 步 之 后 才能 断 
言 这 个 集合 的 存在 。 这 是 不 行 的。 因为 到 上 世纪 末 已 
经 明确 ， 一 个 数学 证 明 必须 在 有 限 步 之 内 完成 . 

如 果 我 们 能 找到 一 个 性 质 了 ， 并 证 明 上 述 无 穷 多 
个 集合 的 每 个 集合 中 怡 有 一 个 元 素 具 有 性 质 P， 那 就 
可 以 根据 并 集 公理 和 子 集 公理 来 断言 这 种 代表 元 素 集 
的 存在 一 一 令 人 5={x:xE€ Ug 八 P(x)} (其 中 多 表示 
由 上 述 无 穷 多 个 集合 组 成 的 集合 族 ) 即 可 ， 从 而 避 开 
了 无 穷 多 次 的 具体 选择 . 

但 是 在 很 多 重要 的 场合 是 找 不 到 这 种 性 质 的 ， 罗 
素 曾 以 无 穷 多 双 鞋 和 无 穷 多 双 袜 子 为 例 说 明 这 一 点 ， 

设 有 无 穷 多 双 鞋 ， 我 们 想 要 建立 一 个 集合 ， 使 它 
恰好 含有 每 双 鞋 中 的 一 只 .这 是 不 必 进 行 无 穷 多 次 选 
择 的 .因为 鞋 分 左右 脚 ， 我 们 只 要 取 全 部 的 左 肢 鞋 就 
可 以 了 . 这“ 左 脚 鞋 "就 是 上 面 所 说 的 性 质 P, 于 是 “由 
全 体 左 脚 鞋 组 成 的 集合 ”的 存在 性 就 由 并 集 公理 和 子 
集 公理 得 到 保证 . 

如 果 是 散乱 的 无 穷 多 双 袜 子 ， 上 述 方法 就 行 不 通 
了 .袜子 不 分 左右 ， 没 有 一 个 统一 的 性 质 把 它们 区 分 
开 ， 这 时 就 只 好 求助 于 选择 公理 ， 

在 数学 的 实例 中 ， 性 质 了 通常 都 与 某 种 (统一 的 ) 
良 序 有 关 。 比如 说 当 多 是 由 无 穷 多 个 自然 数 集合 组 
成 的 集合 族 ， 要 从 多 中 每 个 集合 里 取出 一 个 元 素 ， 是 
不 必用 选择 公理 的 ， 因 为 自然 数 集合 是 良 序 的 ， 每 个 
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自然 数 集合 都 有 最 小 元 ， 所 以 只 要 取 每 个 集合 中 的 最 
小 元 即 可 .但 如 果 允 是 由 无 穷 多 个 实数 集合 组 成 的 ， 
情况 就 不 一 样 了 .我们 不 能 保证 每 个 实数 集合 都 有 诸 
如 最 小 元 之 类 的 元 素 ， 于 是 也 只 好 求助 于 选择 公理 . 


二 、 选 择 公理 在 数学 中 的 作用 


我 们 先 来 看 两 个 例子 ， 

例 1 关于 实 葬 数 让 在 某 尽 6 的 连续 性 ， 通常 有 
两 种 定义 方法 : 

序列 型 定义 ， 如 果 对 每 个 满足 im xn 一 的 序 列 


{xn} 都 有 lim (xn) 一 rc)， 则 称 函 数 .在 点 连续 . 


a-$ 型 定义 ， 加 果 对 任 给 的 s 之 0， 都 存在 ;0， 
使 当 k 一 d|<3 时 有 [f(x) 一 了 Ce)|<e, 则 称 函 数 了 在 c 护 

普遍 认为 这 两 种 定义 是 等 价 的 ， 而 且 确 实证 明了 
这 一 点 。 然 而 在 证 明 中 却 不 可 避免 地 ( 隐 含 地 ) 用 到 了 


选择 公理 ， 具 体 地 说 ,是 在 证 明 “ 若 了 按 序列 型 定义 在 


c 点 连续 ， 则 按 s-; 型 定义 在 6 点 也 连续 时 用 到 了 侈 
择 公理 . 例如 常用 下 面 的 反 证 法 ， 

设 了 按 e- 漠 定义 在 ec 点 不 连续 ， 即 存在 6>g， 
使 对 任意 的 5>0， 都 有 x(6) 满足 lx(2) 一 cj<35， 但 
[f(x03)) 一 (ec) | 之 so， 依次 取 5=0.1，0.01,…， 
(0.1)”,… , 即 可 得 到 相应 的 ,Xs…, xn; …， 使 Xn->cl 但 
了 (xn) 力 flc), 从 而 f 按 序列 型 定义 在 c 点 也 不 连续 ， 

这 个 证 明 在 从 3=0.10.01… 到 xxa… 时 隐 含 地 
使 用 了 选择 公理 . 因为 对 每 个 5 并 不 是 只 有 一 个 x(5) 
满足 lx(5) 一 中 <5， 而 |7(x(0)) 一 /cj>>a 的 (事实 上 
有 无 穷 多 个 x(5) 满足 这 一 点 ) 这 些 x(5) 中 也 未 必 有 最 
大 或 最 小 的 . 我 们 事实 上 是 从 5 的 无 穷 多 个 值 (3= 
0.1，0.01,…) 所 决定 的 无 穷 多 个 集合 {xn(0)}(n=1， 
2,…) 的 每 个 集合 中 各 取 一 个 *x， 组 成 {xm}， 从 而 使 
用 了 选择 公理 . 

例 2 “可 数 多 个 可 数 集 的 并 集 仍 是 可 数 集 . 这 
是 一 条 在 集合 论 . 测 度 论 .函数 论 , 代 数 、 扰 扑 等 诸多 领 
域 中 应 用 极 广 的 定理 .一 般 教科 书 上 都 这 样 证 明 ， 

设 So，S1，Ss，… 是 可 数 多 个 可 数 集 ， 册 于 每 个 
St (i=0, 1，2，…) 都 可 数 ， 因 此 它们 的 元 素 都 能 以 
自然 数 为 下 标 列 出 ， 0 

‘Sos doo Go1 Go2) 403 *° 

$1: a0 All O12 G19, *"° 

$2: G20) G21y G22) 029) '"* 


Sa: da0 031, (Aa2) 038; *** 


于 是 US 的 元 素 就 可 列 出 如 下 
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do0; Qo1s G10; G02% AQ11y Ga0 03 Ca “ 


这 个 证 明 看 上 去 完全 是 构造 性 的 ， 并 没有 无 穷 多 
次 选择 ， 其 实 不 然 ， 事 实 上 每 个 可 数 集 $ 以 自然 数 为 
下 标 列 出 元 素 的 方法 都 不 是 唯一 的 (事实 上 有 2 ”种 列 
出 方法 )。 因 而 ， 我 们 要 构造 出 上 面 那个 无 穷 方 阵 ,就 
必须 在 So 的 各 种 列 出 方法 中 取 定 一 种 ,在 51 的 各 种 列 
出 方法 中 取 定 一 种 ， 在 $……。 也 就 是 必须 做 无 穷 多 
次 选择 ， 从 而 使 用 了 选择 公理 . 

下 面 我 们 再 给 出 几 个 例子 ,都 是 一 些 熟 知 的 结果 ， 
就 不 再 加 以 分 析 和 证 明了 ， 

例 3( 良 序 定理 ) 每 个 集合 都 可 良 序 

例 4( 合 轧 (Zorn) 引 理 ) 今 (PC ) 是 一 非 空 的 
偏 序 集 ， 且 了 中 的 每 个 链 都 有 上 界 ， 则 了 有 极 大 元 . 

例 5( 素 理想 定理 ) 每 个 布尔 代数 都 有 素 理 想 ， 

例 6( 超 滤 定 理 ) 每 个 布尔 代数 都 有 超 滤 . 

例 7( 紧 致 性 定理 ) ”如 果 语 句 集 多 的 每 个 有 穷 子 
集 都 有 模型 ， 则 有 模型 ， 

例 8 每 个 向 量 空 间 都 有 基 ， 

例 9 自由 群 的 子 群 都 是 自由 群 ， 

例 10 ”任何 域 的 代数 闭 包 都 存在 并 且 (在 同 构 的 
意义 下 ) 是 唯一 的 . 

例 11 紧 致 空间 族 的 乘积 空间 在 其 乘积 拓扑 之 下 
仍 是 紧 致 的 . 

例 12 ”对 任何 无 穷 基数 k， 己 一 x， 

这 些 例子 涉及 数学 各 个 分 支 ， 其 应 用 和 意义 自 不 
待 多 言 。 需 要 指出 的 是 ， 它 们 都 是 本 质地 依赖 于 选择 
公理 的 ， 即 如 果 去 掉 选 择 公理 ,只 从 公理 组 .x 出 发 , 那 
未 不 仅 不 能 证 明 这 些 结果 ， 币 且 即使 采用 上 述 任何 一 
例 的 否定 作为 假设 ， 也 不 会 导出 矛盾 . 此 外 ， 良 序 定 


香 、 佐 恩 引 理 是 与 选择 公理 等 价 的 ， 其 余 各 例 都 弱 于 


选择 公理 ， 其 中 素 理 想 定理 、 超 滤 定 理 及 紧 致 性 定理 
又 是 彼此 等 价 的 ， 
三 、 选 择 公 理 的 可 人 靠 性 

选择 公理 是 非 构 造 性 的 ， 它 只 是 断言 某 个 集合 存 
在 ， 但 并 不 能 具体 地 给 出 它 . 根据 选择 公理 ， 实 数 集 
合 是 可 以 良 序 的 ， 然 而 直至 今日 我 们 仍 不 能 实际 构造 
出 实数 集合 上 的 良 序 ， 根据 选择 公理 ， 在 自然 数 集合 
上 可 以 建立 二 值 测度 ， 但 也 无 法 具体 给 出 它 的 定义 ， 
这 些 情况 都 曾 导 致 人 们 对 选择 公理 的 可 靠 性 的 疑问 . 

1905 年 ， 维 他 利 (G. Vital ) 证 明了 

例 13( 维 他 利 定理 ) 存在 非 勒 贝 格 可 测 的 实数 集 
内 
局， 

证 在 [0，1] 上 定义 关系 一 ， 当 且 仅 当 * 一 》 是 
有 理 数 时 ，x 一 ?， 易 证 ~ 是 一 等 价 关 系 ， 对 一 等 价 类 
的 族 {[x]~:xE[0，1]} 使 用 选择 公理 ， 得 到 代表 元 素 
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集 DP、 设 [ 一 1，1J 中 的 全 部 有 理 数 为 : 70( 二 0), 1， 
rs;, …，。 定义 Di 一 {xX 十 7i;:x*ED}(i=0, 1, 2， …), 易 证 
Di(i=0, 1,2， …) 是 两 两 不 交 的 ， 并 且 


[0, 1E UDiE[—2; 2]. (1) 


若 DD 可 测 ， 则 对 每 个 i Di; 都 可 测 且 其 测度 上 Di) 
二 J(D)， 于 是 根据 (1) 式 ， 无论 X(D)=0 还 是 n(D) 
之 0 都 将 导致 矛盾 。 改 DD 是 不 可 测 的 . 

此 后 ， 豪 斯 道夫 (F，Hausdorff)、 巴 拿 赫 (S. 
Banach). 塔 斯 其 (A. Tarski) 等 人 又 陆续 证 明了 ， 

例 14( 分 球 悖 论 ) 可 以 把 一 个 球 分 成 有 限 份 ， 然 
后 再 重新 组 合 起 来 得 到 两 个 与 原先 球 一 样 大 小 的 球 ， 

分 球 悖 论 的 证 明 可 以 参看 文 [lt，2]. 这 里 只 想 指 
出 ,这 个 证 明 除 去 用 到 一 些 ( 比较 初等 的 ) 群 论 知识 外 ， 
其 基本 步骤 与 维 他 利 定理 的 证 明 一 样 一 一 对 定义 在 球 
面 上 的 一 个 等 价 关 系 的 等 价 类 的 族 使 用 选择 公理 . 

分 球 悖 论 虽 不 是 像 罗 素 悖 论 那样 的 逻辑 悖 论 ， 但 
毕竟 与 人 们 的 常识 大 相 径 庭 . 这 自然 就 引起 了 种 种 疑 
问 ， 给 选择 公理 的 可 靠 性 将 上 一 层 阴 影 。 这 导致 了 两 
个 方面 的 研究 工作 ,一 是 寻找 选择 公理 的 一 些 弱 形式 ， 
以 期 尽 可 能 多 地 保留 其 “有 益 ” 的 结果 ， 而 避 开 诸如 分 
球 恒 论 之 类 的 “有 害 ? 结 果 ， 二 是 研究 选择 公理 与 集合 
论 的 其 他 公理 ( 即 公理 组 .x ) 之 间 的 关系 ( A 
性 和 独立 性 ). 


四 、 选择 公理 的 习 形 式 


在 寻找 选择 公理 弱 形 式 方面 ， 主 要 结果 是 可 数 选 
择 公理 (CC) 和 依赖 选择 公理 (DC)， 


可 数 选择 公理 允许 作 可 数 多 次 选择 ， 即 允许 对 可 


数 的 集合 族 乡 使 用 选择 公理 . 

依赖 选择 公理 则 断言 ， 洲 员 是 非 空 集合 $ 上 的 二 
元 关系 , 且 对 每 个 xES 都 有 2 Ex 满足 xi 则 存在 一 
个 序列 z，x，…， 使 对 每 个 自然 数 i 有 xcisi. 

有 AC=>DC=>CG, 但 反 向 的 列 涵 关系 都 不 成 立 ， 

利用 依赖 选择 公理 (或 可 数 选择 公理 ) 可 以 保留 分 
析 数 学 中 的 绝 大 多 数 结果 (例如 前 面 的 例 1 和 例 2 ). 
但 在 逻辑 、 人 代数、 拓扑 等 领域 中 ， 靠 选择 公理 证 出 的 
那些 带 普 遍 福 的 结论 (如 例 3 一 12) 都 不 能 由 依赖 选择 
公理 得 到 “不 过 对 于 我 们 最 常 遇 到 的 一 些 具体 对 象 也 
能 得 到 一 些 结论 ， 当 然 ， 在 超 穷 领域 〈 如 基数 运算 法 
则 ) 惊 赖 选择 公理 就 起 不 了 什么 作用 了 . 


五 、 内 模型 法 


所 谓 相对 一 致 性 就 是 说 ， 如 果 .是 一 致 的 ， 那 来 
wf 十 AC 仍 一 致 ( 即 由 性 推 不 出 AC); 而 独立 性 则 是 
说 ， 如 果 wy 一 致 ， 则 .4 十 AC 仍 一 致 ( 即 由 .x 推 不 
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出 AC)， 这 两 条 性 质 都 要 有 “x 一 致 ”这 个 假设 ， 

根据 哥 德 尔 的 完全 性 定理 ， 当 且 仅 当 语 句 集 y 有 
模型 时 、 zf 一 致 、 相 对 一 致 性 和 完全 性 的 证 明 方法 都 
是 从 .的 一 个 (假定 的 ?模型 出 发 ， 制 造 出 x 十 AC 和 
.xf 十 ACG 的 模型 . 

由 已 有 的 模型 制造 新 模型 的 方法 可 以 分 两 大 
类 一 一 内 模型 法 和 外 模型 法 .内 模型 法 是 在 原 模型 中 
“ 挖 ? 出 一 部 分 而 构成 新 模型 ， 外 模型 法 则 是 将 一 些 新 
成 分 添 进 原 模型 而 构成 新 模型 . 

1938 年 哥 德 尔 ( 玫 . G6del) 证 明了 选择 公理 相对 于 
.的 一 致 性 .他 的 方法 是 典型 的 内 模型 法 . 

假如 zf 一 致 ， 那 末 它 有 模型 六. 我们 就 从 六 出 发 
构造 新 模型 .可 德尔 定义 了 8 种 生成 集合 的 运算 ， 然 
后 在 了 中 依 全 体 序数 为 序 ， 从 空 集 出 发 反复 施行 这 8 
种 运算 . 这 样 对 广 中 的 每 个 序数 都 可 得 到 一 个 集合 。 
如 此 生成 的 集合 称 为 可 构成 集 ， 由 六 中 全 体 可 构成 集 
组 成 的 类 记 作 工 . 显然 上 ET (但 不 知道 是 否 六 = 乙 ) 


哥 德 尔 在 此 基础 上 经 过 一 恤 元 长 而 又 繁琐 的 有 关 
“绝对 性 ?的 讨论 之 后 ， 证 明了 如 下 两 个 事实 ， 
1. 工 也 是 .x 的 模型 ,而 且 工 中 的 序数 就 是 六 中 


的 序数 ， 


2 以 工 取 代 疡 再 度 施行 8 种 运算 ， 所 得 到 的 
(新 的 ) 可 构成 类 仍 是 志 . 

换 名 话说， 三 不 仅 满 足 公 理 集 季 ， 而 且 满足 语句 
“每 个 集合 都 是 可 构成 的 ”( 这 个 语句 记 为 =L〉 因 
而 如 果 4 一 致 ， 则 .oz 二 (了 = 元 ) 仍 一 致 . 但 了 一 二 可 
以 推出 AC (因为 全 体 可 构成 集 与 序数 建立 了 一 一 对 
应 关系 ， 所 以 全 体 可 构成 集 有 一 个 统一 的 良 序 ， 现 在 
7 =L ， 于 是 一 切 集 合 都 可 统一 地 良 序 ， 这 就 得 到 了 
AC)， 于 是 .x 二 AC 一 致 . 

最 早 的 独立 性 结果 是 弗兰克 尔 在 1924 年 得 出 的 . 


他 证 明了 在 带 原 子 的 集合 论 中 如 果 of 一 致 ， 则 ux 十 
"1ACG 也 一 致 , 弗兰克 尔 的 方法 叫 置 换 法 ， 它 的 证 明 


是 建立 在 某 些 原子 的 不 可 分 辨 性 上 的 ,这 种 方法 对 于 
不 带 原 子 的 集合 论 公理 系统 是 无 效 的 ， 而 这 种 集合 论 
又 是 最 为 常用 的 。 


六 、 力 迫 法 


哥 德 尔 的 证 明 发 表 之 后 ， 自然 会 想到 用 类 似 的 方 
法 证 明 选 择 公理 的 独立 狂 ,但 没有 成 功 ， 后 来 发 现 ,内 
模型 法 有 它 的 局 限 性 ， 如 果 用 内 模型 法 证 明了 语句 
的 相对 一 臻 性， 就 不 可 能 再 用 内 模型 法 证 明 ] ea 的 相 
对 一 致 性 ( 即 a 的 独立 性 ), 因 此 只 能 走 外 模型 的 路 子 ， 

经 过 几 十 年 的 努力 ， 科 轴 (上 ， Cohen) 于 1963 年 
最 终 解决 了 选择 公理 的 独立 性 的 问题 ， 


»。 911 。 


科 思 的 方法 叫 力 迫 法 ， 其 基本 思想 是 这 样 的 : 

粮 据 翰 文海 姆 -斯 柯 伦 (L6wemheim-Skolem) 害 
理 ， 如 果 .z 一 致 ， 那 末 .wx 有 可 数 模型 如 果 再 采用 比 
“yz 一致" 稍 强 一 点 的 假设 “x 有 标准 模型 "， 则 可 证 明 
以 有 极 小 模型 (当然 是 可 数 的 )M. 

当 我 们 依 M 中 的 序数 为 序 ， 从 空 集 (或 M 中 的 
一 个 集合 ) 出 发 ， 实 施 哥 德 尔 的 构造 过 程 ( 反 复 使 用 8 
种 运算 )， 所 得 到 的 可 构成 类 仍 将 是 M( 因 它 是 极 小 模 
型 )， 如 果 把 M 外 的 一 个 集合 G (或 一 系列 集合 Cs) 加 
到 M 之 中 ， 然 后 从 它 ( 它 们 ) 出 发 再 实施 哥 德 尔 的 构造 
过 程 ,当然 也 会 得 到 一 个 类 ， 记 为 W[C]J( 或 WM[Cos])、 
此 时 有 MSM[LG]， 但 M[G] 却 未 必 仍 是 .x 的 模型 

科恩 的 力 迫 法 解决 了 这 个 问题 . 

科恩 在 形 如 24EG 及 nF#G( 或 EG 及 nFGs) 的 
原子 语句 所 组 成 的 一 致 的 有 限 集合 已 (所 谓 一 致 是 指 
对 任何 具体 的 大 上 ECG 和 有 FG 不 能 都 在 了 中 ) 与 集合 
论 的 语句 4 之 间 建 立 了 一 种 力 迫 关系 (了 称 为 力 迫 条 
件 或 信息 集 )， 记 作 

PI-w. 

力 迫 关系 的 要 点 在 于 ; 

1. 一 旦 有 忆 I-a ， 则 对 尸 的 每 个 扩充 久 三 P， 都 
有 QHa， 而 决 不 会 有 QI 了 cx. 

2. 当 且 仅 当 对 的 每 个 扩充 Q 都 有 Qa ( 居 
表示 “不 力 迫 ”) 时 ,Pi- a. 

3， 当 上 且 仅 当 对 了 及 任何 项 1 都 有 Pl-al t ) 时 ， 
六 Yxa(x)， 

如 果 有 一 列 信 息 集 Po 全 P 伍 … 全 Pn 三 …, 使 对 每 
个 公式 a 都 有 7 满足 Pnl-as 或 Pal- Ta， 则 称 {Pw} 为 
完全 的 信息 序列 ， 

每 个 信息 集 都 可 以 扩充 成 一 个 完全 的 信息 序列 . 

每 个 完全 的 信息 序列 {Pn}) 都 决定 了 一 个 集合 G 
(或 一 系列 集合 Gs,)。 因 为 Ps 就 是 由 形 如 kE G 或 k 攻 
G 的 语句 组 成 的 . 
”科恩 证 明 ， 当 且 仅 当 存 在 x 使 Pri-a 时 ，a 在 
M[G]( 或 M[Gs]) 中 真 . 
这 样 ,MM[G] 是 否 为 .x 的 模型 就 取决 于 生成 G 的 完 
. 全 信息 序列 {P 是 否 能 (逐步 ) 力 迫 .的 全 部 公理 、 

科 思 构造 出 一 个 完全 信息 序列 {Pn}, 它 生成 一 系 
列 的 G,， 他 证 明 M[G,] 是 x 的 模型 ， 但 其 中 的 实数 
集合 是 不 可 良 序 的 ， 即 了 TAC 在 M[G,] 中 真 ， 这 就 
完成 了 AC 独立 于 .x 的 证 明 . 

关于 哥 德 尔 和 科恩 证 明 的 细节 可 参看 文 [2 一 4]， 

力 迫 法 是 构造 外 模型 的 一 种 强 有 力 的 方法 ， 科 思 
用 它 还 证 明了 了 = 工 的 独立 性 及 著名 的 连续 统 假设 的 
独立 性 ， 此 后 又 有 不 少 集合 论 学 者 改进 和 发 展 了 力 迫 
方法 ， 证 明了 一 大 批 独 立 性 结果 .对 力 迫 法 的 发 展 和 
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研究 至 今 仍 是 集合 论 中 的 热门 课题 **. 
顺便 说 一 句 ， 外 模型 法 没有 内 模型 法 的 那 种 局 限 


性 ， 用 它 也 可 以 证 明 选 择 公理 的 一 致 性 ， 


科恩 和 哥 德 尔 的 结果 表明 ， 第 一 ， 为 了 保持 数学 
的 原 有 面貌 ， 我 们 不 得 不 使 用 选择 公理 ， 那 些 获得 公 
认 的 公理 .x 并 不 能 取代 它 ， 第 二 ， 我 们 可 以 放心 使 用 
选择 公理 ， 不 会 因此 而 导致 逻辑 矛盾 . 

但 是 ， 这 并 没有 解决 选择 公理 的 真理 性 问题 ， 这 
个 问题 目前 还 无 从 论 起 ， 因 为 选择 公理 的 作用 在 于 超 
穷 领域 ， 只 与 数学 和 逐 辑 有 关 ， 各 个 经 验 学 科 都 还 远 
未 涉及 这 个 领域 . 

七 、 决 定性 公理 

60 年 代 一 些 数学 家 发 现 无 穷 对 策 论 中 的 决定 性 公 
理 (AD)"1 可 以 推出 实数 不 可 良 序 ， 从 而 与 选择 公理 
矛盾 .于 是 集合 论 学 者 就 把 决定 性 公理 引入 集合 论 作 
为 一 条 假设 加 以 深入 研究 ， 结 果 得 出 很 多 有 意思 的 推 
论 ， 在 决定 性 公理 与 选择 公理 的 关系 方面 ， 至 今 并 无 
很 多 明确 的 结果 . 虽然 选择 公理 与 决定 性 公理 矛盾 ， 
但 却 未 发 现 选择 公理 的 弱 形 式 〈 比 如 依赖 选择 公理 和 
可 数 选择 公理 ) 与 决定 性 公理 矛盾 (当然 也 未 能 证 明 它 
们 一 致 )， 也 未 发 现 决定 性 公理 的 一 些 弱 形式 (如 射影 
决定 性 公理 PD ) 与 选择 公理 矛盾 (当然 也 未 能 证 明 它 
们 一 致 )， 因 此 常常 是 决定 性 公理 与 依赖 选择 公理 并 
用 ， 或 选择 公理 与 射影 决定 性 公理 并 用 .在 近 20 多 年 
发 展 起 来 的 描述 集合 论 中 就 是 把 选择 公理 和 射影 决定 
性 公理 都 当 公 理 使 用 的 ， 并 因此 得 到 了 有 关 射 影集 的 
很 多 重要 结果 ， 使 几乎 停顿 了 30 年 的 关于 射影 集 的 
研究 又 兴盛 起 来 . 

由 于 决定 性 公理 的 陈述 远 不 如 选择 公理 简单 和 直 
观 ， 而 且 决 定性 公理 在 数学 中 的 应 用 也 远 不 如 选择 公 
理 广泛 ， 特 别 是 关于 决定 性 公理 的 相对 一 致 性 研究 迄 
今 无 结果 ， 所 以 即使 是 采用 它 来 作 研 究 的 人 也 只 是 把 
它 当 作 一 条 假设 而 不 是 真 当 公 理 使 用 ， 因 此 它 也 就 远 
不 如 选择 公理 那样 广为人知 . 
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自从 1978 年 研究 三 十 烷 醇 以 来 ， 我们 发 
现 虫 以 油菜 花粉 为 蜜源 的 蜂蜡 制备 的 三 十 烷 醇 
区 粉 及 皂 化 液 中 含有 几 种 吸收 紫外 线 的 非 烷 蕉 
物质 ， 用 高 压 液 相 色 谱 精 制 后 的 浓缩 物 经 过 质 
谱 、 红 外 光谱 、 气 相 -质谱 联 用 仪 分 析 及 生物 
鉴定 等 方法 确定 了 其 中 有 一 个 提取 物 在 化 学 组 
成 、 结 构 和 生物 活性 等 方面 与 合成 样 油菜 素 内 
酯 相似 ， 这 在 国内 外 沿 元 报道 . 

采用 Wada 等 的 生物 鉴定 法 ‘中 的 试验 结 
果 表 明 ， 蜂 蜡 中 的 提取 物 与 合成 的 油菜 素 内 本 
具有 相似 的 生物 学 效应 ， 能 在 ppb 级 浓度 下 强 
烈 促 进 水 稻 黄 化 苗 第 二 叶 ( 即 第 一 片 完 全 叶 ) 切 
有 段 弯 曲 ， 而 呵 唆 乙酸 (IAA) 和 未 霉 素 (GAs) 
仅 具 微弱 效应 ( 表 1 ). 

此 外 ， 提 取 物 和 合成 的 油菜 素 内 酯 明显 促 
进 水 培 稻 苗 “〈 广 陆 感 4 号 ) 的 胚芽 鞘 伸 长 〈( 吉 


人 
时 理 


2 ). 


表 2 蜂蜡 中 提取 物 与 合成 的 油菜 素 内 琵 
对 水 稻 胚 芽 鞘 伸 长 的 促进 作用 


1 


| | 和 


吉田 昌 一 氏 
CK () 0.6010.55|0.65|0.60|0.60|100.0 
提取 物 《10ppb) 
合成 样 (10ppb) 


1.52I1.4311.42|1.2811 .411235 .4 
1.60!1 .30|1.40|1 .4011 .43|248.3 


注 ， 培 养 条 件 是 ， 屋 温 25， 夜 温 20 碘 钨 灯光 ， 
klux ,日 照 8 小 时 ; 苗 龄 10 天 . 
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探索 复杂 性 是 一 门 十 分 广泛 的 
交叉 科学 ， 现 正 引起 了 国内 外 众多 
学 者 的 关注 ， 它 也 是 当今 科学 发 展 
的 一 个 重要 趋势 ， ee 
“ 复 洒 性 ”的 研究 ， 著 名 科学 家 普 利 高 津 的 新 作 《 探 索 
复杂 性 》 一 书 ， 正 日 益 受 到 人 们 的 重视 , 《复杂 性 现象 
的 研究 》 一 文 对 这 一 新 课题 作 了 综述 和 评论 ， 该 广大 
读者 阅 后 不 无 神 益 ， 

标志 着 经 典 力学 科学 体系 和 引力 论 创 立 的 牛顿 名 
著 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》 出 版 已 300 周年 了 ， 本 期 发 
表 《 牛 顿 引 力 论 对 于 天 体 研 究 的 影响 及 其 与 广义 相对 
论 的 关系 》 一 文 ， 以 志 纪念 . 

在 目前 公认 的 集合 论 公 理 系统 中 ， 选 择 公 理 是 一 
条 比较 特殊 的 公理 ， 它 是 一 条 必需 的 公理 ， 少 了 它 ， 
许多 基本 的 数学 结论 便 不 能 成 立 ， 它 又 是 一 条 危险 的 
公理 ， 从 它 可 以 推出 与 人 们 经 验 常识 大 相 径 庭 的 “分 
球 悖 论 ?>， 因 些 这 条 公理 引起 数学 家 和 逻辑 哲学 家 的 
浓厚 兴趣 就 不 足 为 怪 了 . 《选择 公理 在 数学 中 的 作用 
和 地 位 》 介 绍 了 有 关 这 条 公理 的 各 种 背景 内 容 ， 可 供 
对 这 个 论题 感 兴趣 的 读者 参考 . 

随 着 城市 现代 化 的 不 断 提 高 ， 城 市 垃圾 将 越 来 越 
多 ， 问 题 日 趋 严重 ,因此 合理 地 开发 城市 垃圾 是 一 个 
极为 重要 的 问题 . 《城市 垃圾 问题 》 一 文 提 供 了 许多 有 
力 的 数据 ， 可 供 读者 参考 ， 相 信 文 章 的 刊登 将 使 人 们 
对 如 何 认真 处 理 日 常生 活 中 随时 遇 到 的 “垃圾 ?产生 有 
益 的 思考 .一 些 发 达 国 家 行 之 有 效 的 研究 成 果 ， 也 将 
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对 我 国 从 事 此 项 研究 的 科技 工作 者 和 领导 同志 有 所 启 


过 ， 我 们 希望 有 更 多 的 科技 人 员 、 领 导 干 部 对 这 一 问 


题 提 出 探讨 ， 以 使 我 国人 民 能 尽早 生活 在 铺 洁 美丽、 
舒适 的 环境 中 ， 

南京 大 学 大 米 草 及 海滩 开发 研究 所 化 学 生态 室 等 
单位 对 生物 矿质 水 进行 了 研究 ， 并 已 通过 鉴定 ， 他们 
通过 对 海滩 盐 沼 植物 的 多 年 研究 发 现 它 是 海水 营养 成 
分 的 有 效 转化 器 ,这 种 由 生物 转化 过 的 * 浓 海水 ”, 可 被 
抽 提 出 来 ,经 过 一 系列 加 工 和 稀释 , 便 成 为 对 人 体 健 康 
十 分 有 益 的 生物 矿质 水 。 生物 矿质 水 的 开发 研究 ， 是 
向 海洋 索 宝 的 一 个 创举 ， 向 海水 索取 营养 ， 变 不 能 饮 
的 海水 为 能 饮用 ， 对 人 类 的 健康 和 高 效 的 开发 利用 来 
说 是 十 分 重要 的 . 《矿泉 水 和 生物 矿质 水 》 一 文 概述 了 
作者 的 此 项 研究 成 果 . 

60 年 代 以 来 ， 在 天 津 (T)- 上 海 (S )- 遵 义 (Z ) 等 
地 相继 建立 了 T638、LL6565、L615、L795、 L783 
小 鼠 白 血 病 和 SRS 淋巴 瘤 瘤 株 ， 形 成 一 个 具有 我 国 
特点 的 实验 性 白血病 系统 ， 它 们 有 共同 的 起 源 ， 在 脾 
脏 、 胞 腺 和 淋巴 结 的 超 注 切片 中 都 可 观察 到 A 型 和 CG 
型 病毒 颗粒 ， 并 证 明 病 毒 具 有 致 白血病 活性 .作者 对 
这 些 白血病 株 和 淋巴 瘤 的 生物 学 、 病 理学、 免疫 学 、 超 
微 结 构 和 病毒 的 分 离 提 纯 、 首 转录 酶 活性 以 及 前 病毒 
DNA 等 方面 等 进行 了 系统 的 研究 ， 结 果 表 明 T-S-Z 
白血病 系统 是 研究 白血病 的 病因 ~ 发 病 学 和 实验 性 治 
疗 的 良好 模型 . 《实验 性 T-S-Z 白血病 系统 的 研究 
(1980 一 1986 阔 概述 作者 的 此 项 研究 成 果 , 值 得 一 读 ， 


。 953 。 


